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様相 µ計算に代表される各種様相論理の充足可能性判定問題は，決定可能であることが知られていても，効率

的な実装は得られていないものが多い．本研究では，無交代様相 µ計算や µLGF のフラグメントなど，いくつか

の論理体系について，タブロー法を用いた判定が可能であることを示す．これらの体系が「交代性を有しない」こ

とが，タブロー法が適用できる本質的な条件である．また，タブロー法で扱うことになる膨大な論理式の集合を，

BDDを用いて表現する方法を提案する．これらによって，小さい時間・空間計算量による充足可能判定手続きの

実装が可能となる．

1 はじめに

様相論理における充足可能性の判定にはさまざま

な応用がある．例えば，時相論理式によって記述さ

れた形式的仕様から，充足可能性判定手続きを用い

て並行プログラムを合成する試みが古くから行われ

ている [4, 11]．また，充足可能性決定手続きはモデ
ル検査における自動抽象化の手法においても重要な

役割をになっている．現在実用化されつつあるツー

ルにおいては，数値に関する論理式の充足可能性判

定が用いられているが [1, 9]，著者たちは時相論理式
の充足可能性を用いた抽象化の手法を提案しており

[16]，この手法を適用してセルオートマトンの解析が
行えることを示した [8]．この他にも，XML の木構
造が分岐時間の時相論理式によって表現できるため，

XML を処理するプログラムに関する諸性質の検査
や推論に充足可能性判定手続きを用いることができ

る [17]．
上述のセルオートマトンの解析においては，2方向

CTL の充足可能性決定手続きが必要となる．CTL
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をはじめとする分岐時間時相論理の充足可能性決定

手続きは古くからよく知られているが [3]，その実
装例は従来あまり報告されていなかった．これは，

分岐時間時相論理が主としてモデル検査に利用され

ており，充足可能性の判定を必要とする事例が少な

かったためと考えられる．著者たちは 2 方向 CTL
の充足可能性決定手続きの BDD[2] を用いた効率的
な実装を報告した [21]．一方，XMLプログラムの解
析のためには，二分有限木を対象とする ν 演算子の

ない 2方向様相 µ計算の効率的な充足可能性決定手

続きを BDDを用いて実装した [17]．
2方向 CTLを部分体系として含む一般の 2方向様
相 µ計算 [19]については，無限木上の交代木オート
マトンの空言語問題に帰着することによって，充足

可能性問題が計算量 EXPTIME で解けることが知
られている．しかし，この手続きには無限語に関す

るパリティオートマトンの決定化 [14]を含む極めて
複雑な操作が必要であり，その実装例は報告されて

いない．したがって，実用上の観点から，効率の良

い実装が可能な部分体系を見つけ出すことは意味が

ある．

2方向 CTLにおいては，充足可能性決定手続きが
単純な集合演算の組み合わせによって記述されてい

た．集合演算は BDD によって表現できるので，効
率的な実装が可能であった．本研究では，µ 計算に

おける最小不動点演算子と最大不動点演算子が「交

代しない」ときに，単純な集合演算の組み合わせに

よって充足可能性が判定できることを示す．XML
プログラムの解析に対しては，同様の方法により，二

分有限木を対象とする 2方向様相 µ計算の充足可能

性決定手続きを定式化することが可能であり，これ

については，その効率的な実装方法も含めて別稿に



ゆずる [18]．
また，一階述語論理の決定可能な部分体系に，

緩ガード付きフラグメント (loosely-guarded frag-
ment) があり，近年活発に研究されている [7]．この
体系は，2方向の様相を持つものの不動点演算子は持
たない命題様相論理の拡張と考えることができ，同様

の手法による充足可能性判定手続きの実装を報告し

ている [20]．これに不動点演算子を加えた µLGF[6]
と呼ばれる体系は，様相 µ計算の自然な拡張と考え

ることができる．本稿では，この体系についても，不

動点演算子がある意味で「交代しない」ときに，充

足可能性の判定が集合演算の組み合わせによって行

えることを示す．

2 無交代 2方向様相 µ計算

2.1 文法と意味論

命題変数の集合 Propと，様相の集合Modが与え
られているものとする．関数 : Mod → Modが定
義されており，各 a ∈ Modに対して a = aが成立し

ているものとする．

定義 1 2 方向様相 µ 計算 (alternation-free full
modal µ-calculus) の論理式の集合 Lµ を定義する．

同時に，ϕ ∈ Lµ に自由に現れる命題変数の集合

free(ϕ)を定義する．
• >,⊥ ∈ Lµ．free(>) = free(⊥) = ∅．
• 命題変数 P ∈ Prop に対し，P,¬P ∈ Lµ．

free(P ) = free(¬P ) = {P}
• ϕ1, ϕ2 ∈ Lµ のとき，ϕ1 ∨ ϕ2, ϕ1 ∧ ϕ2 ∈ Lµ.

free(ϕ1 ∨ ϕ2) = free(ϕ1 ∧ ϕ2) = free(ϕ1) ∪
free(ϕ2)．このとき，∨ および ∧ を，おのおの
ϕ1 ∨ ϕ2 および ϕ1 ∧ ϕ2 の主論理記号と呼ぶ．

• ϕ ∈ Lµ, a ∈ Mod のとき，[a]ϕ, 〈a〉ϕ ∈ Lµ．

free([a]ϕ) = free(〈a〉ϕ) = free(ϕ)．このとき，[]
および 〈〉 を，おのおの [a]ϕ および 〈a〉ϕ の主論
理記号と呼ぶ．

• ϕ ∈ Lµ，X ∈ Prop とする．¬X が ϕ の部

分論理式では ない とき，µXϕ, νXϕ ∈ Lµ．

free(µXϕ) = free(νXϕ) = free(ϕ) \ {X}．こ
のとき，µ および ν を，おのおの µXϕ および

νXϕの主論理記号と呼ぶ．

ϕ ∈ Lµ が，次の条件を満たすとき，ϕ を無交代

(alternation-free) 2方向様相 µ計算論理式という．

• µXψ が ϕの部分論理式で，νY χが ψ の部分論

理式であるとき，X 6∈ free(χ)．
• νXψ が ϕの部分論理式で，µY χが ψ の部分論

理式であるとき，X 6∈ free(χ)．
無交代 2方向様相 µ計算論理式全体の集合を Laf

µ と

書く．

たとえば，µXνY (P ∧ [a]Y ∧ [a]X)は，2方向様
相 µ計算の論理式であるが，X が νY のスコープに

自由変数として現れるので，「無交代」ではない．一

方，µX(νY (P ∧ [b]Y ) ∨ 〈a〉X ∨ 〈a〉X) は，無交代
2 方向様相 µ 計算の論理式である．これは，2 方向
CTL 論理式の Ea,aF AbG P に相当する．(一般に
2 方向 CTL の論理式は，無交代 2 方向様相 µ 計算

の論理式に翻訳することができる．)

定義 2 Kripke 構造とは，以下を満たす 3 つ組
M = (M, R, λ)である．
• M は集合．

• RはModを定義域とする関数で，a ∈ Modに対
して，R(a) ⊆ M ×M，R(a) = R(a)−1 が成り

立つ．

• λは Propを定義域とする関数で，P ∈ Propに
対して，λ(P ) ⊆ M．

P ∈ PropとA ⊆ M に対して，Mで λ(P )の値の
みを Aに変えて得られる Kripke構造をM[P → A]
と書く．

定義 3 ϕ ∈ Laf
µ と Kripke構造M = (M, R, λ) に

対して，集合 Sat(ϕ,M) ⊆ M を定義する．混乱の

おそれのないときには Sat(ϕ)と書く．
• Sat(>) = M，Sat(⊥) = ∅．
• P ∈ Propに対して，Sat(P ) = λ(P )，

Sat(¬P ) = M \ λ(P )．
• Sat(ϕ1 ∨ ϕ2) = Sat(ϕ1) ∪ Sat(ϕ2)，

Sat(ϕ1 ∧ ϕ2) = Sat(ϕ1) ∩ Sat(ϕ2)．
• Sat(〈a〉ϕ) = {m ∈ M | (m, m′) ∈ R(a) なる

m′ ∈ M が存在して，m′ ∈ Sat(ϕ)}，
Sat([a]ϕ) = {m ∈ M | (m, m′) ∈ R(a) なる任
意のm′ ∈ M に対して，m′ ∈ Sat(ϕ)}．

• µXϕ ∈ Laf
µ または νXϕ ∈ Laf

µ とする．A ⊆ M

に対して Sat(ϕ,M[X → A]) を対応させる関数
は，単調関数となる (¬X が現れないことに注

意) から，最小不動点 Lと最大不動点 Gを持つ．

Sat(µXϕ) = L，Sat(νXϕ) = G．

m ∈ Sat(ϕ,M)のとき，M, m |= ϕと書く．混乱

のおそれのないときにはm |= ϕと書く．

例として，Prop = {P}，M = ω (最小の無限順序
数，すなわち，自然数全体の集合)，Mod = {a, a}，
R(a) = {(n, n + 1) | n < ω}，λ(P ) = {0} とし



て，Kripke 構造M = (M, R, λ) を考える．ϕ1 =
νX(¬P ∧ [a]X)，ϕ2 = µX(P ∨ [a][a]X)とすると，
Sat(ϕ1) = ω \ {0}，Sat(ϕ2) = {2n | n < ω} であ
る．なお，ϕ2 は，2 方向 CTL 論理式では記述でき
ない例になっている．

定義 4 ϕ1, ϕ2 ∈ Laf
µ とする．任意の Kripke 構造

M = (M, R, λ)と任意のm ∈ M に対してM, m |=
ϕ1 ⇐⇒ M, m |= ϕ2 が成り立つとき，ϕ1 と ϕ2 は

同値であるといい，ϕ1 ≡ ϕ2 と書く．

定義 5 以下の条件を満たす ϕ ∈ Laf
µ を，正規形の

論理式という: µXψ または νXψ が ϕの部分論理

式であるとき，

• ψ における X の出現は，すべて自由である．言

い換えれば，µXχまたは νXχの形の ψ の部分

論理式はない．

• ψ における X のすべての出現に対し，その出現

を含む ψ の部分論理式 χ で，χ = 〈a〉ξ または
χ = [a]ξ となるものがある．(a ∈ Mod)

たとえば，ϕ1 = µX.[a](X ∨ µX.〈b〉X) は，最
初の条件を満たさないので，正規形でない．また，

ϕ2 = µX.X は，2番目の条件を満たさないので正規
形でない．一方，ϕ3 = µX.[a](X ∨µY.〈b〉Y )は正規
形である．

次の結果が知られている [12, Lemma 2.2]:

命題 6 任意の ϕ ∈ Laf
µ に対し，ϕ ≡ ψ となる正規

形の論理式 ψ ∈ Laf
µ が存在する．

そこで以下では，特にことわらないかぎり，正規

形の論理式だけを考える．

定義 7

(1) ϕ = µXψ または ϕ = νXψ であるとき，ψ の中

に現れる X をすべて ϕで置き換えて得られる論

理式 ψ(ϕ/X)を exp(ϕ)で表す．
(2) Laf

µ 上の関係→e を，以下を含む最小の関係とし

て定義する．

• ϕ1 ∨ ϕ2 →e ϕi (i = 1, 2)．
• ϕ1 ∧ ϕ2 →e ϕi (i = 1, 2)．
• 〈a〉ϕ →e ϕ．

• [a]ϕ →e ϕ．

• µXϕ →e exp(µXϕ)．
• νXϕ →e exp(νXϕ)．

(3) Laf
µ の →e に関する強連結成分全体の集合を D
とする．Dµ = {D ∈ D | D に主論理記号が µの

論理式が含まれる }，Dν = {D ∈ D | D に主論

理記号が ν の論理式が含まれる }，と定義する．

(4) ϕ ∈ Laf
µ に対し，次の条件を満たす Laf

µ の部分

集合 C のうち，包含関係に関して最小の集合を

cl(ϕ)と定義する．
• ϕ ∈ C．

• ψ ∈ C かつ ψ →e χならば，χ ∈ C．

例として，ϕ = µX([a]X ∧ νY 〈b〉Y ) を考える．
ψ = νY 〈b〉Y と書くことにすれば，ϕ = µX([a]X ∧
ψ)であり，exp(ϕ) = [a]ϕ∧ψ．ϕ →e [a]ϕ∧ψ →e

[a]ϕ →e ϕとなる．D1 = {ϕ, [a]ϕ∧ψ, [a]ϕ}，D2 =
{ψ, 〈b〉ψ} とすると，D1 ∈ Dµ, D2 ∈ Dν である．

cl(ϕ) = {ϕ, [a]ϕ ∧ ψ, [a]ϕ,ψ, 〈b〉ψ}となる．
命題 8

(1) ϕ ≡ exp(ϕ)．
(2) D ∈ Dµ ∪ Dν とすると，D は有限集合である．

(3) cl(ϕ)は有限集合であり，その要素数は ϕの長さ

(論理記号と述語記号の数) に関して線形である．
(4) Dµ ∩ Dν = ∅．
証明

(1),(2),(3)については，[10]を参照．(4)は，無交
代性からしたがう．

2.2 Kripke構造に関する性質

この節では，2方向様相 µ計算論理式と Kripke構
造に関するいくつかの基本的な性質を掲げる．これ

らは，充足可能性決定手続きの正当性の証明で使用

される．M = (M,R, λ)を Kripke構造とする．

定義 9

(1) Q ⊆ Laf
µ ×M とする．{(ϕ,m) ∈ Q | ϕ の主論

理記号は 〈〉 (a ∈ Mod)または ∨} 上で定義された関
数 F が以下を満たすとき，F を Q 上の選択関数と

いう．

• F (ϕ1 ∨ ϕ2,m) ∈ {ϕ1, ϕ2}
• F (〈a〉ϕ,m) ∈ M，(m,F (〈a〉ϕ,m)) ∈ R(a)，

(2) Q ⊆ Laf
µ × M，F を Q 上の選択関数とする．

Laf
µ ×M 上の関係 RF を，次を満たす最小のものと

して定義する．

• ϕ = ϕ1 ∨ ϕ2 で，F (ϕ,m) が定義されていると
き，(ϕ,m) RF (F (ϕ,m),m)．

• (ϕ1 ∧ ϕ2,m) RF (ϕi, m) (i = 1, 2)．
• F (〈a〉ϕ,m)が定義されているとき，

(〈a〉ϕ,m)RF (ϕ,F (〈a〉ϕ,m))．
• (m,n) ∈ R(a) のとき，([a]ϕ,m) RF (ϕ, n)．
• ϕの主論理記号が µまたは ν のとき，

(ϕ,m)RF (exp(ϕ), m)．

命題 10 Q ⊆ Laf
µ ×M と，Q上の選択関数 F が，



以下の 4条件を満たすとき，Q ⊆ {(ϕ,m) | m |= ϕ}
が成り立つ．

(1) P ∈ Prop について，(P, m) ∈ Q ならば m ∈
λ(P )．

(2) P ∈ Prop について，(¬P, m) ∈ Q ならば m 6∈
λ(P )．

(3) Q は RF について閉じている．すなわち，

(ϕ,m) ∈ Q，(ϕ, m)RF (ψ, n)ならば，(ψ, n) ∈
Q．

(4) D ∈ Dµ とする．QD = (D ×M) ∩Qとすると

き，RF ¹ (QD × QD)は，QD 上の有基底的関

係となる．

次に，D ∈ Dµについて，D×M に階層構造を導入

する．順序数全体のクラスをOnと書く．各 α ∈ On
と D ∈ Dµ に対して，VM

α (D) ⊆ D ×M を，次の

ように定義する．ただし，以下の箇条書きでは条件

「(ϕ,m) ∈ VM
α (D) であるか，または，ϕ 6∈ D かつ

m |= ϕ」を，Base(ϕ,m)と略記する．
• (ϕ1 ∨ϕ2, m) ∈ VM

α (D) ⇐⇒ Base(ϕ1,m)また
は Base(ϕ2,m)．

• (ϕ1 ∧ϕ2, m) ∈ VM
α (D) ⇐⇒ Base(ϕ1,m)かつ

Base(ϕ2,m)．
• (〈a〉ϕ, m) ∈ VM

α (D) ⇐⇒ β < αと (m, m′) ∈
R(a)が存在して，(ϕ,m′) ∈ VM

β (D)．
• ([a]ϕ,m) ∈ VM

α (D) ⇐⇒ (m,m′) ∈ R(a)なら
ば β < αが存在して (ϕ,m′) ∈ VM

β (D)．
• (µXϕ, m) ∈ VM

α (D) ⇐⇒ (exp(µXϕ), m) ∈
VM

α (D)．

命題 11 {(ϕ,m) ∈ D × M | m |= ϕ} =⋃
α∈On VM

α (D)

そこで，m ∈ M , ϕ ∈ D ∈ Dµ，m |= ϕ のと

き，m ∈ VM
α (D)となる最小の αを，rank(ϕ,m)と

書く．

2.3 充足可能性判定手続き

論理式 ϕI ∈ Laf
µ が与えられたとき，Sat(ϕI,M) 6=

∅となる Kripke構造Mが存在するかどうかを，タ

ブロー法によって判定する手続きを与える．

ϕI に対するタブローとは，有限有向グラフであっ

て，各節点に cl(ϕI)に属する論理式のうちのいくつ
かが割り当てられているようなものである．各節点

で，割り当てられている論理式が「成り立つ」と考え

る．ϕI のモデルがもし存在するのならば，それをタ

ブローにある意味で埋め込むことができる．実際に

は，部分論理式の他にも補助的な情報を加えて，充

足可能性判定が正しくできるように工夫する．

以下では，cl(ϕI) に属する論理式しか考えない．
そこで，{D ∈ Dµ | D ∩ cl(ϕI) 6= ∅} を，同じ
Dµ の記号で表すことにする．Dµ 6= ∅ と仮定し
て，一般性を失わない．そうでなければ，ϕI の代

わりに ϕI ∨ µX〈a〉X を考えればよいからである．

(µX〈a〉X ≡ ⊥である．)

定義 12 ϕI 型とは，3つ組 t = (Γ, E, f)で，以下
を満たすものである．

• Γ ⊆ cl(ϕI)
• E はDµ 上の関数で，各D ∈ Dµ に対して E(D)
は D 上の非反射的，推移的 2項関係．

• f は {ϕ ∈ Γ | ϕ の主論理記号は ∨} 上で定義さ
れた関数で，各 ϕ = ϕ1 ∨ϕ2 ∈ dom(f)に対して
f(ϕ) = ϕ1 または f(ϕ) = ϕ2 となる．

• ϕ1 ∨ ϕ2 ∈ Γ ならば，f(ϕ1 ∨ ϕ2) ∈ Γ．さらに
f(ϕ1 ∨ ϕ2) ∈ D ∈ Dµ ならば，(ϕ1 ∨ ϕ2, f(ϕ1 ∨
ϕ2)) ∈ E(D)．

• ϕ1 ∧ ϕ2 ∈ Γ ならば，ϕj ∈ Γ (j = 1, 2)．さ
らに，ϕj ∈ D ∈ Dµ ならば，(ϕ1 ∧ ϕ2, ϕj) ∈
E(D) (j = 1, 2)．

• ϕ = µXψ ∈ Γ ならば，exp(ϕ) ∈ Γ．さらに，
ϕ ∈ D ∈ Dµ ならば，(ϕ, exp(ϕ)) ∈ E(D)．

• ϕ = νXψ ∈ Γならば，exp(ϕ) ∈ Γ．
このとき，Γを Γ(t)，E を E(t)，f を f(t)と記す．

ϕI 型全体の集合を TI と書く．

ϕI 型がタブローの節点になる．直観的な意味づけ

は，以下のようになる．まず，Γは，前述のように，
節点において「成り立つ」論理式である．次に f は

ϕ1 ∨ ϕ2 の形の論理式が成り立つときに，ϕ1, ϕ2 の

うち成り立つものの 1 つを選択するものである．次
に E(D) であるが，後に 2.5 節で見るように，タブ
ローからモデルを構成する際には，Dの要素の列で，

隣接する項が関係→e を満たすものを構成していく．

この列が有限の長さしか持たないことを示すことが

ポイントとなる．そのためには，ループが生じない

ことが必要である．つまり，ϕ,ψ ∈ D∩Γの場合に，
ϕから→eの関係で ψに到達でき，かつ，ψから→e

の関係で ϕに到達できることは避けなければならな

い．そこで，E(D) として非反射的推移的関係を保
持しておき，ϕ →e ψ となるのは (ϕ,ψ) ∈ E(D)の
ときのみになるように構成を行う．

a ∈ Mod に対して，TI 上の 2 項関係→a を定義

する．

定義 13 a ∈ Mod，t = (Γ, E, f), また，t′ =
(Γ′, E′, f ′) ∈ TI とする．これらが次の条件を満たす



とき t →a t′ と定める．

• すべての [a]ϕ ∈ Γに対して，ϕ ∈ Γ′．
• すべての [a]ϕ ∈ Γ′ に対して，ϕ ∈ Γ．
• D ∈ Dµ，ϕ = [a]ϕ′，ψ′ = [a]ψ，ϕ,ψ ∈ D ∩ Γ，

ϕ′, ψ′ ∈ D ∩ Γ′ とするとき，次は同値．
– ϕ = ψ または (ϕ,ψ) ∈ E(D)
– ϕ′ = ψ′ または (ϕ′, ψ′) ∈ E′(D)

t = (Γ, E, f) ∈ TI，D ∈ Dµ とする．Γ ∩D の部

分集合で，E(D)に関して「閉じている」ものの全体
を St(D)とする．正確には，St(D) = {S ⊆ Γ∩D |
任意の ϕ ∈ S と ψ ∈ Γ ∩D に対し，(ϕ,ψ) ∈ E(D)
ならば ψ ∈ S}．

S ∈ St(D) と ξ = 〈a〉ξ′ ∈ Γ に対して，以下のよ
うに記号を定める．

• req♦(ξ, S) =




{ξ′} (ξ ∈ S のとき)

∅ (ξ 6∈ S のとき)
• req�(ξ, S) = {η′ | [a]η′ ∈ S}，
• req(ξ, S) = req♦(ξ, S) ∪ req�(ξ, S)
req(ξ, S)の直観的な意味は次のようになる．前述
したように，→e による展開が有限回しかおこらな

いように構成を行いたい．ξ = 〈a〉ξ′ ∈ Γ とすると，
ξ は tで「成立している」のであるから，tの次の節

点 t′ で，ξ′ を成立させるものが存在する．D ∩ Γの
すべての論理式について展開が有限であることを一

気には保証できない．そこで，S に属する論理式に

ついてだけ保証しようとする．そのために t′ におい

て保証してほしい論理式の集合が req(ξ, S)である．
この考え方を機能させるために，(t, S)の組を階層
に分ける．req(ξ, S) ⊆ S′ となる (t′, S′) が，(t, S)
よりも下の階層に入っていれば良い．そこで，次の

定義を行う:

定義 14 T ⊆ TI，D ∈ Dµ とする．j < ω に対し

て，Vj(D,T ) ⊆ {(t, S) | t ∈ T , S ∈ St(D)} を定義
する．混乱のおそれのないときには Vj と記す．

• V0 = ∅．
• t ∈ T，S ∈ St(D)とする．(t, S) ∈ Vj+1 となる

ための条件は，任意の ξ = 〈a〉ξ′ ∈ Γ(t)に対し，
req(ξ, S) 6= ∅ならば，(t′, S′) ∈ Vj が存在して，

t →a t′ かつ req(ξ, S) ⊆ S′ となることである．

j に関する帰納法で Vj ⊆ Vj+1 が示せる．すなわ

ち，(Vj | j < ω)は包含関係に関する上昇列となる．
Vj は有限集合 TI × cl(ϕI) の部分集合であるから，
J = J(D, T ) があって，j ≥ J ならば Vj = VJ と

なる．

定義 15 T ⊆ TI，t = (Γ, E, f) ∈ T とする．

(1) 任意の ξ = 〈a〉ξ′ ∈ Γ に対して，t →a t′ なる

t′ ∈ T で，ξ′ ∈ Γ(t′)となるものが存在するとき，
tは T で ♦無矛盾であるという．

(2) 任意の D ∈ Dµ に対して，(t, Γ ∩ D) ∈
VJ(D,T )(D,T ) となるとき，t は T で µ 無矛盾

であるという．

定義 16 k < ω に対して，Tk ⊆ TI を定義する．

• T0 = TI．

• Tk+1 = {t ∈ Tk | t は Tk で ♦ 無矛盾かつ µ 無

矛盾 }．

(Tk | k < ω) は有限集合の包含関係に関する下降
列であるから，K があって，k ≥ K ならば Tk = TK

となる．

定理 17 次の 2条件は同値である．
(1) ϕI は充足可能．すなわち，M,m |= ϕI となる

Kripke 構造M = (M, R, λ) と m ∈ M が存在

する．

(2) t ∈ TK で，ϕI ∈ Γ(t)となるものが存在する．
証明 2.4節および 2.5節を参照．

定理 17 は無交代 2 方向様相 µ 計算論理式の充足

可能性判定手続きを与えている．実際，与えられた

論理式 ϕI の長さに関して EXPTIMEで判定できる
ことが，次のようにしてわかる．

cl(ϕI)の要素数は，ϕI の長さ nに関して線形であ

るから，TI の要素数は 2n ·2n2 ·2n，つまり 2O(n2)で

ある．St(D) の要素数の総数も 2O(n2) であるから，

{(t, S) | t ∈ TI, S ∈ St(D)} の要素数も 2O(n2) で

ある．(Vj(D, Tk) | j < ω)は，この集合の部分集合
の上昇列であるから，これが定常状態に達するまで

のループの回数は 2n · 2O(n2) = 2O(n2) となる．外

側の，Tk が定常状態に達するまでのループの回数も

同じである．一方，ループの最も内側で行う作業は，

(t, S), (t′, S′), ξ の組み合わせについて，大きさ nの

集合の包含関係の検査であるので，この時間計算量

も同じ 2O(n2) である．すべてかけあわせた時間計算

量は，2O(n2) となる．

なお，無交代 2方向様相 µ計算に含まれるある体

系 (CTL)の充足可能性判定問題が EXPTIME完全
であることが知られている [3] ので，EXPTIME よ
り効率の良い判定手続きは存在しない．



2.4 判定手続きの完全性

この節では，充足可能性判定手続きの完全性，すな

わち定理 17の (1) =⇒ (2) の証明の概略を述べる．
Kripke構造M = (M,R, λ)で，mI |= ϕI となる

mI ∈ M が存在するものをとる．m ∈ M に対し，

g(m) = (Γ, E, f) ∈ TI を，次のように定義する．

• Γ = {ϕ ∈ cl(ϕI) | m |= ϕ}
• D ∈ Dµ に対して，E(D) = {(ϕ,ψ) | ϕ, ψ ∈

D ∩ Γ, rank(ϕ,m) > rank(ψ, m)}
• ϕ = ϕ1 ∨ ϕ2 ∈ Γのとき，f(ϕ)は，ϕ1 と ϕ2 の

うちの「成り立つ方」を選び，両方成り立つとき

には，「rank の高くない方」を選ぶ．正確には，
ϕ1 ∈ Γかつ ϕ2 6∈ Γであるか，または，ϕ1 ∈ Γか
つ ϕ2 ∈ Γかつ rank(ϕ1,m) ≤ rank(ϕ2,m)であ
るかのいずれかが成り立つ場合に，f(ϕ) = ϕ1，

そうでない場合に，f(ϕ) = ϕ2 と定める．

ϕI ∈ Γ(g(mI)) であるから，手続きの完全性を示
すためには，次の命題を示せば十分である．

命題 18 m ∈ M , ϕ ∈ cl(ϕI), m |= ϕとする．こ

のとき，任意の k < ω に対し，g(m) ∈ Tk である．

証明 (スケッチ) k に関する帰納法．k = 0 は
明らか．k について成立すると仮定して k + 1 で
成立することを示す．g(m) = (Γ, E, f) とする．
ξ = 〈a〉ξ′ ∈ Γとすると，m |= ξであるから，m′ ∈ M

で，(m,m′) ∈ R(a), m′ |= ξ′ となるものがある．

g(m) →a g(m′)，ξ′ ∈ Γ(g(m′)) となることが確か
められ，帰納法の仮定から g(m′) ∈ Tk であるから，

g(m)は Tk において ♦無矛盾である．
次に，D ∈ Dµ をとり，α ∈ On に対して Sα =

{ϕ ∈ Γ ∩D | (ϕ,m) ∈ VM
α (D)} とする．明らかに

Sα ∈ Sg(m)(D) である．また，J = J(D, Tk) とす
る．g(m)が Tk において µ無矛盾であることを示す

ためには，すべての α ∈ Onに対して (g(m), Sα) ∈
VJ(D,Tk) であることを示せばよい．VJ(D,Tk) =
VJ+1(D, Tk)であるから，このためには，ξ = 〈a〉ξ′ ∈
Γ(g(m)), req(ξ, Sα) 6= ∅ と仮定して，(t′, S′) ∈
VJ(D,Tk) で，g(m) →a t′ かつ req(ξ, Sα) ⊆ S′ と

なるものが存在することを示せばよい．これを αに

関する帰納法で示す．

α = 0 の場合には，req(ξ, Sα) = ∅ となり，自
明に成り立つ．また，α が極限順序数の場合には，

Sα が有限集合なので Sβ = Sα なる β < α が取

れることからしたがう．α = β + 1 の場合．m |=
〈a〉ξ′ であるから，m′ |= ξ′，(m,m′) ∈ R(a) とな
る m′ ∈ M がとれる．さらに ξ ∈ D の場合には，

rank(ξ, m) > rank(ξ′, m′) も成り立つように m′ を

とることができる．すると，g(m) →a g(m′) であ
り，また req(ξ, Sα) ⊆ Sβ も成立する．帰納法の仮

定より (g(m′), Sβ) ∈ VJ(D, Tk) である．したがっ
て，g(m)は Tk において µ無矛盾である．

以上合わせて，g(m) ∈ Tk+1 である．

2.5 判定手続きの健全性

この節では，充足可能性判定手続きの健全性，す

なわち定理 17 (2) =⇒ (1)の証明の概略を述べる．
まず準備をする．定理 17 (2) の条件にいう

ϕI ∈ Γ(tI) となる tI ∈ TK をとる．また，集合 L

を，L = {(t, S,D) ∈ TK × cl(ϕI) × Dµ | (t, S) ∈
VJ(D,TK)(D, TK)} で定める．さらに，Dµ 上の巡回

置換 τ : Dµ → Dµ を一つとる．また，D0 ∈ Dµ を

一つとる．

以下のように，Lの要素を各節点のラベルに持つ，

有限分岐木 T̂ を構成する．

まず，(tI , Γ(tI) ∩D0, D0)をラベルとして持つ節
点 nI を用意し，これを木 T̂ の根とする．この節点

は「未処理」であるとする．

次に，未処理の節点 n をとる．n のラベルを

(t, S, D) とする．ξ = 〈a〉ξ′ の形をした Γ(t) の各
要素について，節点 n の子どもである節点 n′ =
Succ(n, ξ)を作成する．

t は TK で ♦ 無矛盾であるから，t →a t′ とな

る t′ ∈ TK で，ξ′ ∈ Γ(t′) となるものがとれる．
req(ξ, S) 6= ∅の場合は，(t, S) ∈ VJ(D,TK)(D, TK)
であるから，さらに，(t′, S′) ∈ Vj(D,TK)，j <

J(D, TK)，req(ξ, S) ⊆ S′ も成立する t′ が存在す

る．j が最小となるように t′ を選ぶ．また，D′ = D

とする．一方，req(ξ, S) = ∅の場合は，D′ = τ(D)，
S′ = Γ(t′) ∩ D′ とする．t′ は TK で µ 無矛盾だか

ら，(t′, S′) ∈ VJ(D′,TK)(D′, TK) である．いずれの
場合も，n′ のラベルは，(t′, S′, D′)とする．n′ を未

処理とし，nを処理済とする．これを繰り返す．

以上で木 T̂ の構成が完了した．

節点 n のラベルを l(n) で表す．また，l(n) =
(t, S, D) のとき，t, S,D を各々 t(n), S(n), D(n)
で表す．さらに，t(n) = (Γ, E, f) のとき，Γ, E, f

を各々 Γ(n), E(n), f(n) で表す．また，(t, S) ∈
Vj(D,TK)となる最小の j を，j(n)で表す．
構成法から，次の命題が成り立つことは容易に確

認できる．

命題 19

(1) n′ = Succ(n, ξ)のとき，D(n′) = D(n)ならば，



j(n) > j(n′)．
(2) n′ = Succ(n, ξ)のとき，D(n′) 6= D(n)ならば，
req(ξ, S(n)) = ∅．
(3) 任意のD ∈ Dµ と T̂ の枝 B に対して，n ∈ B が

存在して，D(n) = D，S(n) = Γ(n) ∩D となる．

Kripke 構造M = (M, R, λ) を，次のように定義
する．M は，木 T̂ の節点全体である．また，n2 =
Succ(n1, 〈a〉ξ′)のとき，(n1, n2) ∈ R(a)，(n2, n1) ∈
R(a) とする．最後に，P ∈ Prop に対して，n ∈
λ(P ) ⇐⇒ P ∈ Γ(n)とする．
この Kripke構造において，M, nI |= ϕI となるこ

とを示す．このためには，Q = {(ϕ, n) | ϕ ∈ Γ(n)}
として，Q ⊆ {(ϕ, n) | n |= ϕ}が言えれば十分であ
る．このためには，命題 10 の 4 条件が成立するこ
とを示せばよい．ただし，選択関数 F は，F (ϕ1 ∨
ϕ2, n) = f(n)(ϕ1∨ϕ2)，F (〈a〉ϕ, n) = Succ(n, 〈a〉ϕ)
で定義する．

4条件のうち，(1),(2),(3)は容易に確認できる．
(4) を帰謬法で示す．D ∈ Dµ と Q の要素の

列 ((ϕi, ni) | i < ω) で，ϕi ∈ D, ni ∈ M ,
(ϕi, ni)RF (ϕi+1, ni+1) (i < ω) を満たすものが存
在したと仮定する．

j < kかつ nj = nk ならば，(ϕj , ϕk) ∈ E(nj)(D)
である．これは，k − j に関する帰納法で，→a の

定義から示すことができる．すると，E(nj)(D) は
非反射的だから，ϕj 6= ϕk である．これは，各節点

n ∈ M に対して，ni = n となる i は有限個しかな

いことを意味している．したがって，木 T̂ の枝 B が

存在して，B ⊆ {ni | i < ω}となる．B を根から順

に数え上げて (bk | k < ω) とする．k < ω に対し，

ni = bk となる最大の iを i(k)と書く．
命題 19(3)から，D(bk) = D，S(bk) = Γ(bk)∩D

となる k がとれる．ϕi(k) ∈ S(bk) = S(ni(k)) で
ある．ni(k)+1 ∈ B，ni(k)+1 = Succ(ni(k), 〈a〉ξ)
となる．(ϕi(k), ni(k)) RF (ϕi(k)+1, ni(k)+1) である
から，ϕi(k) = 〈a〉ξ, ξ = ϕi(k)+1 であるか，

または，ϕi(k) = [a]ϕi(k)+1 であり，いずれの

場合も ϕi(k)+1 ∈ req(ξ, S(ni(k))) ⊆ S(ni(k)+1)
である．(ϕi(k)+1, ϕi(k+1)) ∈ E(ni(k)+1)(D) また
は ϕi(k)+1 = ϕi(k+1) であるから，ϕi(k+1) ∈
S(ni(k+1))．以下同様に繰り返すことができる．
しかし，命題 19(2)と (1)から，これは，(jn(k′) |

k ≤ k′ < ω) が自然数の無限降下列となることを意
味し，矛盾が生じた．

3 無交代不動点 LGF

3.1 文法と意味論

(一階の) 変数記号の集合を Var，二階の変数記号
(述語記号)の集合を PSとする．各 P ∈ PSには，そ
の引数の個数 arity(P )が定まっているものとする．

定義 20 不動点 LGF (loosely guarded fragment
with fixed point operators) の論理式の集合 µLGF
を再帰的に定義する．同時に，ϕ に自由に現れる一

階および二階の変数の集合 free1(ϕ)と free2(ϕ)を定
義する．

• >,⊥ ∈ µLGF．freej(>) = freej(⊥) = ∅ (j =
1, 2)．

• P ∈ PS とし，~x を arity(P ) 個の変数の並び
とするとき，P~x,¬P~x ∈ µLGF．free1(P~x) =
free1(¬P~x) = ~x，free2(P~x) = free2(¬P~x) =
{P}．

• ϕ1, ϕ2 ∈ µLGF のとき，ϕ1 ∨ ϕ2, ϕ1 ∧ ϕ2 ∈
µLGF. freej(ϕ1 ∨ ϕ2) = freej(ϕ1 ∧ ϕ2) =
freej(ϕ1) ∪ freej(ϕ2) (j = 1, 2)．

• ~x を変数の並び，ϕ ∈ µLGF，α =
∧n

i=1 Pi~yi

(Pi ∈ PS，~yi は arity(Pi)個の変数の並び) とす
る．次の条件

– free1(ϕ) ⊆ free1(α)．
– ~x ⊆ free1(α)
– 各 y ∈ ~xと s ∈ free1(α)に対し，iが存在し

て，y と sがともに ~yi に現れる．

を満たすとき，∃~x. α ∧ ϕ,∀~x. α→ ϕ ∈ µLGF．
これらをそれぞれ ∃~x : α. ϕ，∀~x : α. ϕ と記す．

free1(∃~x :α.ϕ) = free1(∀~x :α.ϕ) = free1(α)\~x，

free2(∃~x :α. ϕ) = free2(∀~x :α. ϕ) = free2(ϕ)．α

を ∃~x :α. ϕ,∀~x :α. ϕのガードと呼ぶ．

• ϕ ∈ µLGF，X ∈ PS，l = arity(X)，~x と ~y を

変数の l 個の並び，free1(ϕ) ⊆ ~x とする．~x に

は同一の変数は 1回しか現れないものとする．ϕ

の部分論理式として，¬X~t の形のもの (~t は変
数の並び) が現れず，また，X は ϕ の部分論理

式のガードには現れないものとする．このとき，

(LFPX,~xϕ)(~y), (GFPX,~xϕ)(~y) ∈ µLGF．
free1((LFPX,~xϕ)(~y)) = free1((GFPX,~xϕ)(~y))
= ~y，

free2((LFPX,~xϕ)(~y)) = free2((GFPX,~xϕ)(~y))
= free2(ϕ) \ {X}．

ϕ ∈ µLGFが次の条件を満たすとき，ϕを無交代

(alternation-free)不動点 LGF論理式という．



• (LFPX,~xψ)(~y)が ϕの部分論理式であり，

(GFPY,~zχ)(~w) が ψ の部分論理式であるとき，

X 6∈ free2(χ)．
• (GFPX,~xψ)(~y)が ϕの部分論理式であり，

(LFPY,~zχ)(~w) が ψ の部分論理式であるとき，

X 6∈ free2(χ)．
無交代不動点 LGF 論理式全体の集合を µLGFaf と

書く．

ϕ ∈ µLGFaf に対し，ϕの部分論理式 ψ に対する

free1(ψ)の個数の最大値を，width(ϕ)と書く．

最小不動点演算子のスコープに全称限量子が現れ

ない，という制限をおいた体系を考える:

定義 21 ϕ ∈ µLGFaf が，次の条件を満たすとき，

ϕ を無交代無全称不動点 LGF 論理式と呼ぶ．無交
代無全称不動点 LGF 論理式全体の集合を µLGFaf

∀f
と書く．

• ψ = (LFPX,~xψ′)(~y) が ϕ の部分論理式で，χ =
∀~z :α. χ′ が ψ′ の部分論理式であるとき，χ′ には

X は現れない．

M = (M, λ) を，述語記号の集合 PS に関する構
造とする．すなわち，M は集合であり，λは PSを
定義域とする関数で，P ∈ PSに対して arity(P ) = l

とするとき，λ(P ) ⊆ M l．

ϕ ∈ µLGFと ~m ⊆ M に対して，関係M |= ϕ[~m]
を定義する．不動点演算子以外の部分は，一階述語

論理における定義と同じである．不動点演算子につ

いて: X ∈ PS の引数の個数を l とする．A ⊆ M l

に対し，M の λ(X) のみを A に変更して得られる

構造をM[X → A]で表す．A ⊆ M l に {~m ∈ M l |
M[X → A] |= ϕ[~m]} を対応させる関数は包含関係
に関する単調関数であり，最小不動点 Lと最大不動

点 Gがある．M |= ((LFPX,~xϕ)(~y))[~m] ⇐⇒ ~m ∈
L，M |= ((GFPX,~xϕ)(~y))[~m] ⇐⇒ ~m ∈ G と定

める．

3.2 充足可能性判定手続き

文 ϕI ∈ µLGFaf
∀f が与えられたとき，M |= ϕI と

なる構造M が存在するかどうかを判定する手続き

を与える．

以下では，(一階の)変数と述語記号は，ϕI に現れ

るものしか考えない．そこで，ϕI に現れる変数全体

の集合を Varと書くことにする．また，必要ならば
束縛変数をつけかえることによって，Var の個数は
width(ϕI)であるとして良い．
定義 7と同様に，exp(ϕ), →e, cl(ϕI), Dµ, Dν を

定義する．ただし，exp((FPX,~xψ)(~y)) では，ψ 中

のX~z を (FPX,~xψ)(~z)で置き換えるものとする．こ
こで，FP は LFP または GFP を表す．たとえば，
exp((LFPX,x(Px ∨ ∃w : Rxw. Xw))(y)) = Py ∨
∃w : Ryw.(LFPX,x(Px∨∃w : Rxw. Xw))(w) とな
る．また，→eの定義では，ϕ = ∃~x :α.ψ，ϕ = ∀~x :α.ψ

については，~y ⊆ Varに対して ϕ →e ψ(~y/~x)とする．
命題 8 と同様に，exp(ϕ) ≡ ϕ，D ∈ Dµ ∪ Dν と

cl(ϕI) は有限集合となり，Dµ ∩ Dν = ∅ が成り立
つ．しかし，cl(ϕI)の要素数は，ϕI の長さ nに対し

て 2O(n log n) となる．これは，変数の置換をした論

理式も cl(ϕ)に入るためである．
Laf

µ の時と同様に ϕI 型を定義するが，E は使用し

ない．すなわち，ϕI 型は，組 t = (Γ, f) であって，
定義 12と同様の性質を満たすものである．ただし，
∀に関して，次の条件が追加される:
• ∀~x : α. ϕ ∈ Γ，~y ⊆ Var，α(~y/~x) ∈ Γ =⇒

ϕ(~y/~x) ∈ Γ．
ϕI 型全体の集合を TI と書く．

定義 22 C ⊆ Var，t = (Γ, f), t′ = (Γ′, f ′) ∈ TI

とする．以下の 2 条件が成り立つときに，t →C t′

と定義する．

• 任意の free1(ϕ) ⊆ C なる ϕ ∈ cl(ϕI)に対して，
ϕ ∈ Γ ⇐⇒ ϕ ∈ Γ′．

• 任意の free1(ϕ) ⊆ C なる ϕ ∈ dom(f) に対し
て，f(ϕ) = f ′(ϕ)．

D ∈ Dµ と t = (Γ, f) ∈ TI に対する St(D) ⊆
Γ ∩D の定義は，次のようにする:
S ∈ St(D) ⇐⇒
• S ⊆ Γ ∩D．

• ϕ = ϕ1 ∨ϕ2 ∈ S かつ f(ϕ) ∈ Dならば，f(ϕ) ∈
S．

• ϕ = ϕ1 ∧ ϕ2 ∈ S かつ ϕj ∈ D ならば，ϕj ∈ S

(j = 1, 2)．
• ϕ = (LFPX,~xϕ)(~y) ∈ S ならば，exp(ϕ) ∈ S．

定義 14 と同様に Vj = Vj(D, T ) および J =
J(D, T ) を定める．ただし，「無全称」という制限
をおいたことによって ∀についての条件が不要とな
るため，Vj+1 の定義は次のようにする．

• t ∈ T，S ∈ St(D)とする．(t, S) ∈ Vj+1 となる

ための条件は，任意の ξ = ∃~x :α. ξ′ ∈ S に対し，

(t′, S′) ∈ Vj と ~y ⊆ Varが存在して，t →free1(ξ)

t′ かつ α(~y/~x) ∈ Γ(t′)かつ ξ′(~y/~x) ∈ S′ となる

ことである．

Laf
µ の ♦ 無矛盾と µ 無矛盾と同様に，∃ 無矛盾と

LFP無矛盾を定義する．ただし，♦無矛盾の定義に



おける t →a t′は，t →free1(ξ) t′に読み替える．定義

16 の ♦ と µ を ∃ と LFP に読み替えることによっ
て，Tk とK を定義する．

定理 23 次の 2条件は同値である．
(1) ϕI は充足可能．すなわち，M |= ϕI なる構造M
が存在する．

(2) t ∈ TK で，ϕI ∈ Γ(t)となるものが存在する．
証明 方針のみを示し，詳細は省略する．

完全性 ((1) =⇒ (2)): ほとんど様相 µ 計算の

場合と同様である．命題 11 と同様に，M に階層

構造を導入することができるので，ϕ ∈ cl(ϕI) と
~m ∈ Mk に対して rank(ϕ, ~m) を定義する．これを
用いて同様に g(~m) ∈ TI を定義し，g(~m) ∈ Tk であ

ることを帰納法で示すことができる．

健全性 ((2) =⇒ (1)): まず，様相 µ 計算の場

合と同様に，ラベル (t, S, D)を持つ有限分岐木 T̂ を

作成する．T̂ の節点全体の集合を N とする．構造

M = (M,λ) を定義する．まず，M = N × Var と
定める．

λを定めるために，準備が必要である．n1, n2 ∈ N

として，木 T̂ において n1 と n2 とを結ぶ最短パス π

を考える．π において隣接する 2 つの節点 n′ と n′′

を考えると，n′ = Succ(n′′, ξ) という関係がある．
すべての隣接 2節点に関する free1(ξ)の共通部分を，
C(n1, n2)で表す．

m1, . . . , ml ∈ M，n ∈ N，mj = (nj , vj) (j =
1, . . . , l) とする．すべての j = 1, . . . , l に対して，

vj ∈ C(nj , n)が成り立つときに，nをm1, . . . ,ml ∈
M の代表節点と呼ぶ．P ∈ PS, arity(P ) = l の時，

n と n′ がともに m1, . . . , ml ∈ M の代表節点であ

れば，Pv1 . . . vl ∈ Γ(n) ⇐⇒ Pv1 . . . vl ∈ Γ(n′)
となる．そこで，(m1, . . . , ml) ∈ λ(P ) であるた
めの条件を，m1, . . . , ml の代表節点 n が存在して

Pv1 . . . vl ∈ Γ(n) となること，とすることで，λ を

定義する．

命題 10 の µLGFaf 版を使用することにより，証

明すべきことが，以下を満たす D ∈ Dµ と無限列

((ϕi, ni) | i < ω)が存在しないことに帰着される．
• ϕi ∈ Γ(ni) ∩D．

• 以下のいずれかが成り立つ:
– ϕi = ψ1∨ψ2，ni = ni+1，ϕi+1 = f(ni)(ϕi)．
– ϕi = ψ1∧ψ2，ni = ni+1，ϕi+1 = ψj (j = 1
または 2)．

– ϕi の主論理記号が LFP，ni = ni+1，ϕi+1 =
exp(ϕi)．

– ϕi = ∃~x :α.ξ′，ni+1 = Succ(ni, ϕi)，ϕi+1 =
ξ′(~y/~x)．ただし，~yは，Vj+1 の定義に用いた

もの．

(様相 µ計算の場合と異なり，「無全称」の制限があ

るため，∀は現れない．したがって木 T̂ を逆方向に

たどるようなパスは考慮する必要がない．これが E

が不要となる理由である．) このような無限列がと
れないことは，様相 µ計算の場合と同様に示すこと

ができる．

定理 23は無交代無全称不動点 LGF 論理式の充足
可能性判定手続きを与えている．計算量は，cl(ϕ)の
要素数が異なることを除けば，様相 µ計算の場合と

同様に求めることができ，2EXPTIME となること
がわかる．

なお，不動点演算子のない LGFの充足可能性判定
問題が 2EXPTIME完全であることが知られている
[5]ので，2EXPTIMEより効率の良い判定手続きは
存在しない．

4 実装における BDDの使用

4.1 方針

2 節および 3 節に述べた手続きを素朴に実装する
と，時間/空間量とも非常に大きくなる．前者につい
てはP(cl(ϕI))の個数の 2乗程度のノードを用意し
て，これらの遷移関係を保持しなければならない．

後者についてはさらにノードの数は多い．ブール関

数を用いることによって，これらの多数のノードを

効率的に表現することができれば，計算量を削減す

ることが期待できる．実際，種々の体系について，

BDD によるブール関数の表現を用いた効率のよい
充足可能性判定が実装されている．これらには，様

相論理体系 K[13] や，Laf
µ の部分体系である 2 方向

CTL[21]，また µLGFaf
∀fの部分体系であるGF[20]等

がある．

この節では，Laf
µ について 2節の手続きが BDDを

使用して実装できることを説明する．

まず，準備として cl(ϕI)，Dµ などの集合を確定

する．

t = (Γ, E, f) ∈ TI と S ∈ St(D) を表現する必
要がある．まず，Γ ⊆ cl(ϕI) を表現するために，
各 ϕ ∈ cl(ϕI) に対して BDD 変数 γϕ を用意する．

E ⊆ ⋃{D×D | D ∈ Dµ}とみなせるから，各 ϕ,ψ ∈
D ∈ Dµ に対して BDD変数 eϕψ を用意する．f を

表現するために，各 ϕ = ϕ1 ∨ϕ2 ∈ cl(ϕI)に対して，
BDD変数 fϕ を用意する．最後に，S ⊆ ⋃Dµ であ



るから，S を表現するために，各 ϕ ∈ ⋃Dµ に対し

て BDD変数 sϕ を用意する．

t の表現は，e(t) =
∧{γϕ | ϕ ∈ Γ} ∧ ∧{eϕψ |

(ϕ,ψ) ∈ ⋃
D∈Dµ

E(D)}∧∧{fϕ1∨ϕ2 | f(ϕ1∨ϕ2) =
ϕ1}であり，Sの表現は，e(S) =

∧{sϕ | ϕ ∈ S}であ
る．集合 Vj ⊆ TI×cl(ϕI)は，e(Vj) =

∨{e(t)∧e(S) |
(t, S) ∈ Vj} で表現される．

2 節で述べた手続きは，以上の BDD 変数 (およ
びそのプライム付きバージョン) を用いて翻訳する
ことが可能である．一例をあげれば，関係 {(t, t′) |
t →a t′} と TI の部分集合 T の BDD 表現をそれ
ぞれ trans(a) と eT とすれば，集合 {t ∈ T | t は

T で ♦ 無矛盾 } は，以下の BDD で表現される:
eT ∧

∧{γ(ϕ) → exists(X ′, e′T ∧(γ(ψ))′∧trans(a)) |
ϕ = 〈a〉ψ ∈ cl(ϕI), a ∈ Mod}．ただし X ′ はすべて

のプライム付き BDD 変数の集合，exists(Y, e) は e

に対する Y 中の BDD変数のすべての 0/1割当にわ
たる ∨演算である．
以上は，原理を述べたものであり，実装において

は，さらなる高速化を行う余地がある．たとえば E

のエンコーディングを工夫することにより，計算量

を削減することが可能である．

4.2 実装の現状

本論文で提案している充足可能性判定アルゴリズ

ム自体の実装はまだ行っていない．ここでは，類似

のアルゴリズムの BDD を用いた実装を 2 件報告
する．

無交代 2 方向様相 µ 計算の論理式を対象として，

Kripke構造を，各ノードの分岐数が 2以下の有限木
に限った体系を考える．この体系でも，2節に述べた
判定法と同じ考え方で，充足可能性判定手続きが構

築でき，実装を行った [18]．いくつかの論理式につい
ての実行結果を表 1 に示す．測定環境は，Pentium
M 1.8GHz, 1GB メモリ，Linux である．BDD は，
Buddyの Ocamlインタフェースを使用している．
次に，無交代無全称不動点 LGF 論理式を対

表 1 µ計算実装例実行結果

論理記号数 610 1806 817 4141 4141

BDD
ノード数

322 2164 774 4626 30523

実行時間

(ミリ秒)
20 1036 88 120 784

象とし，LFP 演算子を使った論理式を ψ(x) =
(LFPX,w(Pw ∨ ∃y : Rwy. Xy))(x) に固定して，
3 節に述べた充足可能性判定の実装を行った [15]．
n < ω に対して ϕn を，ϕ0(x) = >，ϕn+1(x) =
¬P (x) ∧ ∀y : Rxy. ϕn(y) で定義して，ψn = ∃x :
Dx.ψ(x)∧ϕn(x) とする．ψn は，「Rで n回以上た

どると P に到達する」ことを意味し，充足可能であ

る．いくつかの nについて，ψn の充足可能性判定を

行った．表 2に，その実行結果を示す．測定環境は，
Pentium 3 1.13GHz, 128MBメモリ，MS Windows
2000, JavaBDD 0.6 である．表 1 と比較して場合，
論理式の長さに対して実行時間が長くかかっている

のは，アルゴリズムの複雑さの違い (EXPTIME に
対して 2EXPTIME)によるものと考えられるが，今
後さらに詳細に検証する必要がある．

5 議論

5.1 様相 µ計算における無交代性と本アルゴリズム

本論文で提案したアルゴリズムは，一般の (無交
代とは限らない) 様相 µ 計算論理式に対するアル

ゴリズムと比較し，計算量クラスとしては同一の

EXPTIME に属するものであるが，BDD を用いた
効率的な実装が可能である．

以下では，最小 (大) 不動点演算子を主論理記号
に持つ論理式を µ(ν) 論理式と呼ぶ．µ 論理式また

は ν 論理式 ϕ を成立させるためには，どちらもそ

の展開形 (exp(ϕ))を成立させなければならない．ν

論理式の場合には，この展開が無限回起こっても構

わないが，µ 論理式の場合には，有限回の展開で，

その正しさが確認できなければならない．したがっ

て，ϕI のモデルを作ろうとする試みにおいては，ν

論理式が成立することの確認は比較的容易である．

ϕ ⇐⇒ exp(ϕ) を保証してやればよいからである．
一方，µ 論理式が成立することの確認を行うために

は，モデルの各ノードで ϕ ⇐⇒ exp(ϕ)が成り立つ
ことに加えて，パス上でこの展開が有限回で終了す

ることの保証も行わなくてはならない．

一般の様相 µ 計算の場合には，有限回を保証す

べき展開と無限回を許す展開が入れ子になる．した

表 2 LGF実装例実行結果

n 5 10 15

BDDノード数 27872 83499 205079

実行時間 (ミリ秒) 1382 4557 19428



がって，µ論理式の正しさを保証するために，(木モ
デルを作成するのであれば) 無限の大きさの木を考
えなければならない．このために，交代木オートマ

トンという複雑な対象を扱うことになる．

これに対して，無交代様相 µ計算の場合には，交

代が起こらないことを要請しているため，µ 論理式

が正しいのであれば，それが正しいことを保証する

高さ有限の木が存在することになる．このような有

限木は，高さに関する帰納法により，順次構成して

いくことが可能である．実際に本アルゴリズムで示

したように，ϕI 型の集合 (および付加的な情報を持
つ集合) に関する単純な集合操作の組み合わせで記
述することができる．このため，BDDを用いた効率
的な実装が可能となった．

5.2 µLGFにおける問題点

µLGFaf の体系の定義を一見すれば，様相 µ 計算

との類似性が見て取れる．ガード αは様相 aに，〈a〉
と [a]はそれぞれ ∃~x :α. と ∀~x :α. に，そして µと

ν は LFP と GFP に対応が付く．この見地からは，
Laf

µ の充足可能性判定手続きを流用することによっ

て µLGFaf の論理式の充足可能性を判定できるので

はないかと予想される．

しかし，(少なくとも単純な言い換えでは) これは
機能しない．Laf

µ のモデルにおいては，各ノードにお

ける様相 aに関する後者ノードは本質的には有限個

しかない．(そうでない場合にも，そうなるようにモ
デルを作り直すことができる．) 前節で述べたよう
に µ 論理式が成立することを保証する部分木 (これ
を µ 論理式の witness と呼ぶ) は高さ有限であるか
ら，全体として有限木になることがわかる．そこで，

cl(ϕI)にある各 µ論理式に対する witnessをうまく
「貼り合わせ」ることで，ϕI のモデルを構成すること

ができる．

しかし，µLGFaf の場合には，次の例のよう

に，ガード α に関する後者が無限個存在する

場合がある: (∀xyw : Pxyw. ∃z : Pxwz. >) ∧
(∃xyz : Pxyz. (LFPX,w((∀yz : Pwyz. Xy) ∧ (∀xy :
Pxyw. Xy)))(x))．この場合，LFP 論理式の wit-
nessが無限木になってしまう．このために，複数個
の LFP論理式の witnessの「貼り合わせ」が機能し
ないのである．

この現象は，µLGFaf においては，全称限量子があ

る意味で最大不動点演算子のように働いていると解

釈することで説明することができる．たとえば，上

にあげた例の論理式では，P によって関係付けられ

た点が無限に並ぶことが，全称限量子を使って表現

されている．このことを Laf
µ において表現しようと

すると，νX(〈a〉X ∧ µY ([a]Y )) のように，最大不動
点演算子を使用することになる．したがって，LFP
論理式の内側に全称限量子が現れると，ある意味で

「交代しない」という性質が破れてしまい，本研究で

提案した手法では充足可能性が判定できない，と考

えられる．

6 おわりに

様相 µ 計算の部分体系である無交代様相 µ 計算，

および不動点 LGF の部分体系である無交代無全称
不動点 LGFに関し，BDDを用いた効率的な実装が
可能となる充足可能性判定手続きを提案した．後者

について，現在の手法で「無全称」の制限が必要な

理由を考察した．

今後の課題として，以下があげられる．

• Laf
µ の充足可能性判定手続きを実装すること．

• µLGFaf の充足可能性判定手続きが構成できるよ

うに，現在の手法に改良を加えること．
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